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Objectives

1 Object Oriented Design
To describe the activities in the object-oriented design process
To introduce various UML models that can be used to describe
an object-oriented design
To show how to use OCL to guarantee the models’ constraints

2 Formal Modeling and Verification
How to model a concurrent system (using Petri nets)
How to express behavioral properties (LTL)
How to check a property on a system

3 Test
Test of Object Oriented applications
Unit, Integration and Validation Test
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Organisation

14h lecture (CM)
10h30 Tutorials (TP)
10h30 Tutorials (Project)
Evaluation :

1 exam (DE) (66.66%)
a project (33.33%)
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Outline

1 Context

2 Model Checking

3 Formalisms and Notations

4 Formal Specifications
Petri nets
Coverability Graph
Linear Temporal Logic (LTL)

5 LTL Model Checking
Büchi Automata
Automata-Theoretic Explicit LTL Model Checking
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Context

System      Property 
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Some Properties

Reachability: A certain situation can be reached
x may be zero, each instruction can be executed
Invariant: Each state respects some good property
x is never equal to zero, an array never overflows
Safety: Something bad can never happen
I access the file if I enter the correct PIN
Liveness: Something good can always happen
the program terminate, the message will eventually arrive to the
destination, the program always returns to the initial state
Fairness: Something good happens infinitely often
If a process asks to enter to a critical section infinitely often, it
will access it infinitely often
. . .
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Formal Verification

1 Theorem Proving
Logical description of the system
Prove properties by deduction
Not fully automatic

2 Model Checking
Exhaustive verification
Fully automatic
Counter-examples
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Example: Mutual Exclusion Algorithm

Global variables: reqP and reqQ

Process P Process Q

1. reqP ← 1 1. reqQ ← 1
2. wait(reqQ = 0) 2. wait(reqP = 0)
3. Critical Section 3. Critical Section
4. reqP ← 0 4. reqQ ← 0

Initial state: reqP = reqQ = 0

Properties to be checked:
1 Mutual exclusion
2 Fairness
3 Order
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Example: Reachability State Space

Exemple: espace d’état ou graphe d’accessibilité

P = 1, reqP = 0

Q = 1, reqQ = 0

P = 2, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 3, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 4, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 1, reqP = 0

Q = 2, reqQ = 1

P = 1, reqP = 0

Q = 3, reqQ = 1

P = 1, reqP = 0

Q = 4, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 3, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 3, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 3, reqQ = 1

P = 4, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 4, reqQ = 1

Alexandre Duret-Lutz Introduction au Model Checking 8 / 32

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 16 / 113



Example: Reachability State Space
Exemple: espace d’état ou graphe d’accessibilité

P = 1, reqP = 0

Q = 1, reqQ = 0

P = 2, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 3, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 4, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 1, reqP = 0

Q = 2, reqQ = 1

P = 1, reqP = 0

Q = 3, reqQ = 1

P = 1, reqP = 0

Q = 4, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 3, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 3, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 3, reqQ = 1

P = 4, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 4, reqQ = 1

Alexandre Duret-Lutz Introduction au Model Checking 8 / 32

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 17 / 113



Example: Reachability State Space
Exemple: espace d’état ou graphe d’accessibilité

P = 1, reqP = 0

Q = 1, reqQ = 0

P = 2, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 3, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 4, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 1, reqP = 0

Q = 2, reqQ = 1

P = 1, reqP = 0

Q = 3, reqQ = 1

P = 1, reqP = 0

Q = 4, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 3, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 3, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 3, reqQ = 1

P = 4, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 4, reqQ = 1

Alexandre Duret-Lutz Introduction au Model Checking 8 / 32

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 18 / 113



Example: Reachability State Space
Exemple: espace d’état ou graphe d’accessibilité

P = 1, reqP = 0

Q = 1, reqQ = 0

P = 2, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 3, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 4, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 1, reqP = 0

Q = 2, reqQ = 1

P = 1, reqP = 0

Q = 3, reqQ = 1

P = 1, reqP = 0

Q = 4, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 3, reqP = 1

Q = 1, reqQ = 0

P = 3, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 3, reqQ = 1

P = 4, reqP = 1

Q = 2, reqQ = 1

P = 2, reqP = 1

Q = 4, reqQ = 1

Alexandre Duret-Lutz Introduction au Model Checking 8 / 32

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 19 / 113



Property 1: Mutual Exclusion

We never have P = 3 ∧ Q = 3

That’s true

To check this property we browse the set of reachable states. We
need reachable states only, not the transitions between states.
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Property 2: Fairness

Each path starting at a state where P = 2 traverses a state where
P = 3, and the same for Q

That’s false: State (P = 2, reqP = 1, Q = 2, , reqQ = 1) has no
successor

To check this property we browse the reachability graph (having the
reachable states only is not sufficient).
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Property 3: Order

Each path starting at a state where P = 2 ∧ Q = 1 do not visit a
state satisfying Q = 3 before visiting a state where P = 3
(+ a symmetric property for Q).

That’s false: Starting from (P = 2, reqP = 1, Q = 1, reqQ = 0),
there exists a path where P = 3 is never satisfied.

To check this property we browse the reachability graph (having the
reachable states only is not sufficient).
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Model checking of finite state systems

Principle
1 Design the system with a modelM and design a property ϕ
2 M |= ϕ? if no, a counter-example σ
3 Analyse the result:

If yes, OK
If no, refineM using σ and go to (1).

Approach
State space traversal (Labeled Transition System)
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Example

Gargamel !!!

Is there any safe path?

Introduction

Bibliographie

Plan du cours

En pratique

Modélisation

Invariance et
accessibilité

En bref

Exemple

S.Bardin Model checking 9/ 49
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Example

Gargamel !!!

YES

Introduction

Bibliographie

Plan du cours

En pratique

Modélisation

Invariance et
accessibilité

En bref

Exemple

S.Bardin Model checking 9/ 49
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Example

Gargamel !!!

Are all the paths safe?

Introduction

Bibliographie

Plan du cours

En pratique

Modélisation

Invariance et
accessibilité

En bref

Exemple

S.Bardin Model checking 9/ 49
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Example
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Introduction
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Formal Specifications

1 The System
Systems are formally expressed using:

State Machines
Automata
Petri Nets

2 The properties
Properties are formally expressed using temporal logics

Linear Temporal Logic (LTL)
Tree Computational Logic (CTL)
CTL∗

Advantages:

unambiguous
generic
allows for automatic verification
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Example

Let’s be serious 5 minutes

Example
A: for all paths
E : there exists a path
G : always
g : Gargamel
¬: negation

Introduction

Bibliographie

Plan du cours

En pratique

Modélisation

Invariance et
accessibilité

En bref

Exemple

S.Bardin Model checking 9/ 49

The formula EG ¬g is satisfied by the model
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Model Checking

Ingredients
• M = The behavior of the System
• ϕ = a temporal formula
• MC = M |= ϕ?

Advantages
During specification/design time
Automatic
Global w.r.t. Test
Efficient (in some fields)

Drawbacks
Finite LTSs
Requires formal expertise
State space explosion problem
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State space explosion problem
Reduction Techniques

On-the-fly construction

X

Stop the exploration as soon as a counter-example is
found

Partial order reduction
Exploits the independence between actions

Stuttering equivalence

X

stutter-invariant formula
ab̄.ab̄.ab̄.ab.ab.ab . . .
ab̄.ab̄.ab̄.ab̄.ab.ab.ab. . . .

Modularity X
Symbolic representations (e.g., BDDs)

X

...
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State Machines

Syntactical Representation of a System

S=(C,V,A,T)
C: Control States
V: Variables
A: Actions on V
T: Transitions

Introduction

Bibliographie

Plan du cours

En pratique

Modélisation

Invariance et
accessibilité

En bref

Machine à états

Systèmes réactifs abstraits sous forme de machines à états

x?=2, choice, x:=0, paid:=true

x?<2, money, x:=x+1

x?>0, cancel, x:=0

back, paid:=false served

idle serving

served

États de contrôle idle, serving, served

Variables x:int, paid:bool

Transitions money, choice, served, back, cancel

S.Bardin Model checking 23/ 49
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x?=2, choice, x:=0, paid:=true

x?<2, money, x:=x+1

x?>0, cancel, x:=0

back, paid:=false served

idle serving

served
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Machine à états
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Labeled Transition System (LTS)

LTS = Semantics of the system

S=(Q,T,→)
Q: set of states (control
state,valeriable’s values)
T: set of transitions
→⊆ Q × T × Q: the
transition relation
we can add an initial state I

Introduction

Bibliographie

Plan du cours

En pratique

Modélisation

Invariance et
accessibilité

En bref

Système de transitions

Système de transitions = comportement du système réactif

choice

money

cancel

back

served

serving,0,trueserved,0,true

money

cancel

idle,1,false idle,2,falseidle,0,false

(voir plus loin)

S.Bardin Model checking 6/ 49

Q represents the possible states of the system
a transition t can be executed at state a leading to state q′ is
(q, t, q′) ∈→ (denoted by q t−→q′)
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En bref

Système de transitions

Système de transitions = comportement du système réactif
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money, money, choice,served,back,money . . .

L(S) = Langage de S = ensemble des exécutions de S
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(i , 0, f )money−→ (i , 1, f )money−→ (i , 2, f )choice−→ (sg , 0, t) . . .

money, money, choice, served, back, money

L(S) = Language of S= The set of executions of S
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Exercice: The Lift Example

The lift controller system (for 3 floors) is defined by:
1 the controller saves in memory the current and the target floors.
2 in active mode, when the target floor is reached, the doors are opened and the controller

switches to the idle mode.
3 in active, when the target floor is greater than the current one, the controller raises the

lift.
4 in active, when the target floor is lower than the current one, the controller lowers the lift.
5 in the idle mode, it may be that someone enters the lift and choose a new target floor.

The elevator then closes the doors and becomes active.
6 initially, the elevator is at floor 0 and in the idle mode.

Questions
1 Design the system using a state machine (formal definition and the figure).
2 Define and draw the corresponding transition system.
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The Lift Example

State Machine
V= courant: int[0...2], cible: int[0...2], open: bool

random.in ∈ [0...2]

Correction TD 1 de Model Checking

Modélisation des systèmes réactifs

Exercice 1 (Exemple de l’ascenceur.). Le système de contrôle d’un ascenceur (pour 3 étages) est défini par :
– le contrôleur garde en mémoire l’étage courant et l’étage cible.
– en mode actif, quand l’étage cible est atteint, les portes s’ouvrent et le contrôleur passe en mode attente.
– en mode actif, quand l’étage cible est plus élevé que l’étage courant, le contrôleur fait s’élever l’as-

cenceur.
– en mode actif, quand l’étage cible est moins élevé que l’étage courant, le contrôleur fait descendre

l’ascenceur.
– en mode attente, il se peut que quelqu’un entre dans l’ascenceur et choisisse un nouvel étage cible.

L’ascenceur ferme alors les portes et redevient actif.
– initialement, l’ascenceur est à l’étage 0 et en mode attente.

Questions : 1. Proposez une machine à états modélisant le contrôle de l’ascenceur (définition formelle et
dessin). 2. Définissez et dessinez le système de transitions correspondant (en vous limitant aux configurations
accessibles depuis l’état initial). 3. Est-ce que les portes peuvent s’ouvrir quand l’ascenceur est actif ?

Correction.
1. Voici ma machine à états. Les variables sont courant :int[0..2], cible :int[0..2] et open :bool. L’action

random int retourne un entier entre 0 et 2 de manière non déterministe.

actifidle

up

down

ok

choice
true -> cible:=random_int

courant == cible -> open := true 

courant < cible -> courant++ 

courant > cible -> courant-- 

              open:=false

2. L’état initial est : état de contrôle idle, (open, cible, courant) := (true, 0, 0).

1
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The Lift Example
Labeled Transition System

choice choice
choice

ok

up

up

up
choice

down
choice

choice

choice

down

down

ok

active,false,0,0 

idle, true, 0, 0 

active, false, 0, 2 
active, false, 0, 1 

active, false, 1, 1 

idle, true, 1, 1 

active, false, 1, 2 

active, false, 1, 0 

active, false, 2, 0 

active, false, 2, 1 

active, false, 2, 2 

ok

idle, true, 2, 2 

choice

choice

3. Non, trivial ici vu la modélisation.

Exercice 2. Soit un système de transitions S = ⟨Q, T, −→⟩ et q0 ∈ Q une configuration initiale.
Montrez que :

1. l’ensemble d’accessibilité post∗(q0) est le plus petit invariant de S contenant q0 ;

2. il existe k ∈ N tel que post∗(q0) =
⋃k

0 posti(q0).

Correction.
1. On procède en deux phases. D’abord on montre que post∗(q0) est un invariant de S contenant q0, puis on montre que

c’est le plus petit. (a) Par définition, post∗(q0) contient q0. Montrons que post∗(q0) est un invariant de S, i.e. montrons que

post(post∗(q0)) ⊆ post∗(q0). Soit x ∈ post∗(q0) et x′ ∈ post(x). Par définition, il existe t′ tq x
t′
−→ x′. Par définition, on

sait aussi qu’il existe i ≥ 0 tel que x ∈ posti(q0). On en déduit qu’il existe des configurations x1, . . . , xi−1 et t1, . . . , ti ∈ T

tels que q0
t1−→ x1

t2−→ . . .
ti1−−→ xi1

ti−→ x. On peut ainsi écrire que : q0
t1−→ x1

t2−→ . . .
ti1−−→ xi1

ti−→ x
t′
−→ x′. On déduit ainsi

que x′ ∈ posti+1(q0), et donc x′ ∈ post∗(q0) Ceci montre que post∗(q0) est un invariant de S. On a aussi montré qu’il
contenait q0 juste avant. (b) Montrons que post∗(q0) est le plus petit invariant de S à contenir q0. Soit I un invariant
de S contenant q0. On montre par récurrence que pour tout i, I contient posti(q0). La propriété est vraie pour i = 0
par définition de I . Si on suppose la propriété vraie au rang i, alors posti(q0) ⊆ I . Or posti+1(q0) = post(posti(q0)),
donc posti+1(q0) ⊆ post(I) (croissance de post et hypothèse de récurrence) et posti+1(q0) ⊆ I (I est un invariant). Ceci
montre par récurrence que pour tout i, I contient posti(q0). Or post∗(q0) =

S∞
0 posti(q0). D’où la conclusion.

2
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Petri Nets [Petri 73]

Syntax

Definition
A Petri net is 5-tuple N = 〈P ,T ,F ,W ,m0〉 where:

P is a finite set of places (cercles) and T a finite set of
transitions (squares) with (P ∪ T ) 6= ∅ and P ∩ T = ∅,
A flow relation F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P),

W : F → N+ assigns a weight (> 0)to any arc.
An initial marking m0 where a marking m is a mapping
m : P → N.

Incidence matrix C : ∀(p, t) ∈ P ×T : C (p, t) = W (t, p)−W (p, t)
Notation: C (p, t) = Post(t, p)− Pre(t, p))
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Petri Nets: an example

Polycopié 2007 19 juillet 2007 Page 26

t6

p6

t5

t4

p5 p4

p3

t2

t1

p2p1

3

3

t3

p7

FIG. 24 – Réseau de Petri
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t1

p2p1

t3

FIG. 25 – p-sous-
réseau 1

t6

p6

t5

t4

p5 p4

FIG. 26 – p-sous-
réseau 2

Considérons le p-sous-réseau 1 (figure 25). Si l’on franchit, dans le réseau global (figure 24),
une transition n’appartenant pas à ce sous-réseau (t5 par exemple). Comme elle n’est connectée à
aucune place du p-sous-réseau, le contenu total en jeton du sous réseau n’est pas modifié. Si l’on
franchit une transition appartenant au p-sous-réseau (t2 par exemple), le contenu global en jeton
du réseau global peut être modifié (t2 consomme un jeton dans p2 et un jeton dans p7 mais n’en
produit qu’un dans p3). Mais par contre le contenu global en jetons du p-sous-réseau n’est, lui,
pas modifié puisque la transition n’a qu’une place d’entrée de poids 1 et une place de sortie de
poids 1 appartenant à ce sous-réseau (p2 et p3).

Toutes ces considérations sont valables pour l’autre p-sous-réseau. En conclusion nous voyons
que le contenu global en jeton de ces p-sous-réseaux est constant et nous avons ici pour tout
M 2 A(R; M0) (R est le réseau global de la figure 24) :

M(p1) + M(p2) + M(p3) = M0(p1) + M0(p2) + M0(p3) = 4 (9)
M(p4) + M(p5) + M(p6) = M0(p4) + M0(p5) + M0(p6) = 2 (10)

Les expressions 9 et 10 sont appelées des invariants de place. Les p-sous-réseaux correspon-
dants sont appelés des composantes conservatives.

Donc l’intérêt de décomposer un réseau de Petri en p-sous-réseaux est que si l’on considère la
restriction du marquage du réseau global aux places de ce p-sous-réseau au cours de l’évolution
du système, on obtient un marquage formé d’un nombre invariant de jetons qui se déplacent dans
les places du sous-réseau.

Nous allons généraliser et voir que l’on peut obtenir des sous-ensembles de places où c’est
une somme pondérée de jetons qui est conservée.

Considérons cette fois le sous ensemble des places p3, p6 et p7 comme représenté sur la fi-
gure 27. Cela donne le p-sous-réseau de la figure 28. Dans ce p-sous-réseau, la transition t2 a p7

en entrée avec un poids 1 et p3 en sortie avec un poids 1. Donc il y a conservation du nombre glo-
bal de jetons dans le sous-réseau lors de son franchissement. Il en est de même pour t3. Par contre
t5 possède p7 en entrée avec un poids 3 et p6 en sortie avec un poids 1. Pour avoir un nombre
invariant, il faut donc multiplier le nombre de jetons contenus dans p6 par 3 et celui contenu dans

Chapitre 3 Bonnes propriétés et invariants
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Notation : Notons XT le vecteur ligne transposé d’un vecteur X .

Définition 13 (Composante conservative) Soit un réseau de Petri R =< P, T, Pre, Post > et
soit C = (Pre� Post) la matrice d’incidence. Soit Xp un vecteur solution de l’équation XT

p .C = 0
et dont les composantes sont des nombres entiers positifs, négatifs ou nuls 9. Le p-sous-réseau de
Petri généré par le support de Xp est une composante conservative.

On peut remarquer que dans cette définition, seule la structure du réseau de Petri est impliquée.
Le marquage initial n’intervient pas.

Définition 14 (Invariant de places) Soit un réseau de Petri R =< P, T, Pre, Post > et soit
C = (Pre� Post) la matrice d’incidence. Soit Xp un vecteur solution de l’équation XT

p .C = 0
et dont les composantes sont des nombres entiers positifs, négatifs ou nuls. Soit RM =< R, M0 >
un réseau marqué obtenu à partir de R. L’équation suivante est appelée invariant de places de
RM :

XT
p .M = XT

p .M0 (13)

Tout d’abord, pourquoi cette équation est-elle vérifiée ? Cela découle directement de l’équation
fondamentale. Rappelons que cette équation a la forme :

M = M0 + C.s (14)

où M est un marquage accessible quelconque et s le vecteur caractéristique d’une séquence me-
nant du marquage initial M0 à M . Si on multiplie à gauche par le vecteur ligne XT

p , on obtient :

XT
p .M = XT

p .M0 + XT
p .C.s (15)

et si XT
p est un vecteur d’entiers solutions de XT

p .C = 0, on trouve bien l’équation 13.

5.3.2 Exemple

Considérons le réseau de Petri de la figure 24. Le produit XT
p .C a la forme :

⇥
Xp(p1) Xp(p2) Xp(p3) Xp(p4) Xp(p5) Xp(p6) Xp(p7)

⇤
2
666666664

�1 0 1 0 0 0
1 �1 0 0 0 0
0 1 �1 0 0 0
0 0 0 �1 0 1
0 0 0 1 �1 0
0 0 0 0 1 �1
0 �1 1 0 �3 3

3
777777775

Cela donne le système d’équations XT
p .C = 0 suivant :

8
>>>>>><
>>>>>>:

�Xp(p1) + Xp(p2) = 0
�Xp(p2) + Xp(p3)�Xp(p7) = 0

Xp(p1)�Xp(p3) + Xp(p7) = 0
�Xp(p4) + Xp(p5) = 0

�Xp(p5) + Xp(p6)� 3.Xp(p7) = 0
Xp(p4)�Xp(p6) + 3.Xp(p7) = 0

(16)

9Le vecteur Xp est nécessairement de dimension np le nombre des places

Chapitre 3 Bonnes propriétés et invariants
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Petri Nets: Semantics

Fireability of a transition

t is fireable at a marking m iff ∀p, W (p, t) ≤ m(p)
Polycopié 2007 12 juillet 2007 Page 9
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles

not firable firable
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Polycopié 2007 12 juillet 2007 Page 9

p3p2p1

t1

3
2

4

p4

FIG. 3 – t1 non sensibilisée

p3p2p1

t1

3
2

4

p4

FIG. 4 – t1 sensibilisée

p3p2p1

t1

3
2

4

p4

FIG. 5 – t1 franchie

Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)

Chapitre 2 Définitions formelles
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Définition 8 (Transition sensibilisée) Une transition t d’un réseau de Petri de structure R est
sensibilisée pour un marquage M si et seulement si : 8p 2 •t M(p) � W (p, t)

Cela veut dire que, pour M , les contenus en jetons des places d’entrée d’une transition t
doivent être au moins égaux aux poids des arcs liant ces places à t pour que t soit sensibilisée.

Par exemple si nous considérons le réseau de Petri de la figure 1 pour le marquage initial,
nous avons la situation suivante :
Transition Place d’entrées Marquage Poids de l’arc Sensibilisation
t1 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t1) = 1 oui
t2 {p1} M(p1) = 0 W (p1, t2) = 1 non
t3 {p2} M(p2) = 3 W (p2, t3) = 3 oui
t4 {p3} M(p3) = 0 W (p3, t4) = 1 non

La place p2 contient 3 jetons. L’arc (p2, t1) est de poids 1 donc t1 est sensibilisée. Comme
l’arc (p2, t3) est de poids 3, t3 est également sensibilisée. Par contre comme les places p1 et p3

sont vides, les transitions t2 et t4 ne sont pas sensibilisées.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 3. La transition t1 n’est pas sensibilisée.
En effet, elle a 3 places d’entrée : p1 (avec un poids égal à 1, valeur par défaut), p2 (avec un poids
égal à 2) et p3 (avec un poids égal à 3). Les places p1 et p2 contiennent assez de jetons, mais il
manque un jeton dans p3. Par contre, si nous considérons le marquage de la figure 4, la transition
t1 est sensibilisée. Il y a globalement le même nombre de jetons que précédemment, mais ils sont
répartis de façon plus adéquate.

Remarque sur les transitions sources : Une transition source est toujours sensibilisée. Comme
elle n’a aucune place en entrée, le sous-ensemble •t est l’ensemble vide et la condition de la
définition 8 est vérifiée pour tout marquage.

Notations : Si t est sensibilisée par M on le note par :

M
t�! ou bien M(t > (1)

Définition 9 (Franchissement (tir) de transition) Une transition t d’un réseau de Petri de struc-
ture R sensibilisée pour un marquage M peut être franchie (tirée) à partir de ce marquage. Le
réseau de Petri passe alors du marquage M au marquage M 0 tel que :

– 8p 2 •t et 2/ t• alors M 0(p) = M(p)�W (p, t)
– 8p 2 t• et 2/ •t alors M 0(p) = M(p) + W (t, p)
– 8p 2 t• et 2 •t alors M 0(p) = M(p)�W (p, t) + W (t, p)
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considère le marquage 8 M2 = p1 ⌦ p2 ⌦ p2 (un jeton dans la place p1, deux dans p2 et aucun
dans p3), les deux transitions sont sensibilisées et peuvent être franchies indépendamment l’une
de l’autre.

Les notions de transitions en conflit structurel et de transitions parallèles paraissent simples
mais elles sont en réalité complexes car elles définissent des relations non transitives. Nous allons
juste mettre en évidence cette complexité par quatre exemples.

Dans le réseau de Petri de la figure 6, les transitions t1 et t2 sont en conflit structurel, et
en conflit effectif pour le marquage indiqué sur la figure. Il en est de même pour le couple de
transitions t2 et t3. Dans ce cas il y a transitivité car les transitions t1 et t3 sont également en
conflit structurel et effectif pour le marquage indiqué.

Si nous considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 7, les transitions t1 et t2 sont
également en conflit structurel, et en conflit effectif pour le marquage indiqué sur la figure. Il en
est de même des transitions t2 et t3. Par contre, dans ce cas les transitions t1 et t3 sont parallèles.
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de l’autre.

Les notions de transitions en conflit structurel et de transitions parallèles paraissent simples
mais elles sont en réalité complexes car elles définissent des relations non transitives. Nous allons
juste mettre en évidence cette complexité par quatre exemples.
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Dans le fragment de réseau de Petri de la figure 8, les transitions t1 et t2 sont parallèles. Il en
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conflit structurel et effectif pour le marquage indiqué.
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de l’autre.

Les notions de transitions en conflit structurel et de transitions parallèles paraissent simples
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considère le marquage 8 M2 = p1 ⌦ p2 ⌦ p2 (un jeton dans la place p1, deux dans p2 et aucun
dans p3), les deux transitions sont sensibilisées et peuvent être franchies indépendamment l’une
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Chapitre 2 Définitions formelles

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 50 / 113



Petri Nets: Expression Power

Parallelism

Polycopié 2007 12 juillet 2007 Page 18

t1 t2 t3

p1

p2 p3 p4

FIG. 6 – Situation de conflit 1

t1 t2 t3

p1 p2

p3 p5p4

FIG. 7 – Situation de conflit 2

t1 t2 t3

p1 p2 p3

p6p4 p5

FIG. 8 – Transitions parallèles 1
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Chapitre 2 Définitions formelles
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considère le marquage 8 M2 = p1 ⌦ p2 ⌦ p2 (un jeton dans la place p1, deux dans p2 et aucun
dans p3), les deux transitions sont sensibilisées et peuvent être franchies indépendamment l’une
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mais elles sont en réalité complexes car elles définissent des relations non transitives. Nous allons
juste mettre en évidence cette complexité par quatre exemples.
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8Pour ne pas alourdir les notations, nous ne différentions plus les vecteurs des monoı̈des correspondants s’il n’y
a pas de risque de confusion
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mais elles sont en réalité complexes car elles définissent des relations non transitives. Nous allons
juste mettre en évidence cette complexité par quatre exemples.
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Si nous considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 7, les transitions t1 et t2 sont
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8Pour ne pas alourdir les notations, nous ne différentions plus les vecteurs des monoı̈des correspondants s’il n’y
a pas de risque de confusion
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Si nous considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 7, les transitions t1 et t2 sont
également en conflit structurel, et en conflit effectif pour le marquage indiqué sur la figure. Il en
est de même des transitions t2 et t3. Par contre, dans ce cas les transitions t1 et t3 sont parallèles.
On est donc dans la situation paradoxale où les franchissements de t1 et t3 sont indépendants l’un
de l’autre alors que les transitions sont toutes les deux en conflit avec t2. Le choix est donc entre
le franchissement de t2 ou bien le franchissement de façon indépendante de t1 et t3.

Dans le fragment de réseau de Petri de la figure 8, les transitions t1 et t2 sont parallèles. Il en
est de même des transitions t2 et t3. Et il en est également de même des transitions t1 et t3. Donc
ces trois transitions peuvent être franchies indépendamment les unes des autres.

8Pour ne pas alourdir les notations, nous ne différentions plus les vecteurs des monoı̈des correspondants s’il n’y
a pas de risque de confusion

Chapitre 2 Définitions formelles

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 51 / 113



Petri Nets: Expression Power

Synchronization

p1 p2

t1

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 52 / 113



Petri Nets: exercice 1

P1

P2 P3

T1

T2

T3

T4

1 Give the Pre, Post and the incidence matrices of this Petri net.
2 Which are the fireable transitions from the initial marking?
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Petri Nets: exercice 2

P1 P2

T1

2
5

7

T2

6

3

T3

4

1 Is T1 fireable from the initial marking? If yes, which is the reachable marking?
2 Give the incidence matrix of this Petri net.
3 Check formally the fireability of the transition T1. If T1 is fireable, then compute the

reachable marking formally.
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Petri Nets: Semantics (Cont.)

σ = t1 . . . tn ∈ T ∗ is fireable at m0 (denoted by m0
σ−→ iff

∃m1 . . .mn s.t. m0
t1−→m1−→ . . . tn−→mn

L(N,m0) = {σ ∈ T ∗ | m0
σ−→}

R(N,m) = the set markings reachable from a marking m of N
the reachability graph is a LTS 〈S ,A,→, s0〉 s.t.

S = R(N,m0)
A = T
s0 = m0
(s1, t, s2) ∈→ iff s1 t−→s2
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Petri Nets: Reachability Graph

!"

!"#$%&#'()

!"#$%#"&'()$*+,#$*#$-#$,./#0"1$2,#)#3$4($5$678989:$#&$0"//+$698;89:

<#$,./#0"$&#=$>"#$%,./#)&.8$0*?#&$=#/$@,0%A#/$*#$?0,>"0@#$/"+B0)&/$6-()/+*.,0)&$=#/$*#"C
?0,>"0@#/$/"@@.,./:D

EB#-$4($5$678989: EB#-$4($5$698;89:

!"#"# $"$"#

%&

%!

$"#"$
%$

%'

#"$"# #"#"$

%&

%!

F)$%#"&$G0-+=#?#)&$*.*"+,#$>"#$=#$,./#0"$#/&
B+B0)&$#&$*()-8$>"H+=$#/&$>"0/+$#&$%/#"*(
B+B0)&D

<#$,./#0"$#/&$%/#"*($B+B0)&$#&$-H#/&$&("&D

4(*+G+()/$>"#=>"#$%#"$-#&$#C#?%=#$*#$=0$?0)+I,#$/"+B0)&#$6=#/$%(+*/$*#/$0,-/$/()&$&("/$J$")
*./(,?0+/:$K

L(/$*#"C$?0,>"0@#/$+)+&+0"C$)("/$G(",)+//#)&$=#/$@,0%A#/$*#$?0,>"0@#$/"+B0)&/$K

EB#-$4($5$678989: EB#-$4($5$698;89:

initial marking (3, 0, 0), then (0, 1, 0)
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Petri Nets: Reachability Graph

10

Exemple 10
Que peut-on dire de ce réseau? Prenez Mo = (3,0,0) et aussi (0,1,0)

Le réseau tel que présenté, admet les graphes de marquage suivants (considérant les deux

marquages suggérés).

Avec Mo = (3,0,0) Avec Mo = (0,1,0)

3,0,0 1,1,0

t2

t3

1,0,1
t1

t4

0,1,0 0,0,1

t2

t3

On peut facilement déduire que le réseau est

vivant et donc, qu’il est quasi et pseudo

vivant.

Le réseau est pseudo vivant et c’est tout.

Modifions quelque peu cet exemple de la manière suivante (les poids des arcs sont tous à un

désormais) :

Nos deux marquages initiaux nous fournissent les graphes de marquage suivants :

Avec Mo = (3,0,0) Avec Mo = (0,1,0)

10

Exemple 10
Que peut-on dire de ce réseau? Prenez Mo = (3,0,0) et aussi (0,1,0)

Le réseau tel que présenté, admet les graphes de marquage suivants (considérant les deux

marquages suggérés).

Avec Mo = (3,0,0) Avec Mo = (0,1,0)

3,0,0 1,1,0

t2

t3

1,0,1
t1

t4

0,1,0 0,0,1

t2

t3

On peut facilement déduire que le réseau est

vivant et donc, qu’il est quasi et pseudo

vivant.

Le réseau est pseudo vivant et c’est tout.

Modifions quelque peu cet exemple de la manière suivante (les poids des arcs sont tous à un

désormais) :

Nos deux marquages initiaux nous fournissent les graphes de marquage suivants :

Avec Mo = (3,0,0) Avec Mo = (0,1,0)

m0 = (3, 0, 0) m0 = (0, 1, 0)
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Petri Nets: Reachability Graph
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Petri Nets: Reachability Graph

11

3,0,0

2,1,0

1,2,0 2,0,1

0,3,0 1,1,1 2,0,0

1,0,20,2,1 1,1,0

0,1,2 1,0,1 0,2,0

0,0,3 1,0,0 0,1,1

0,0,20,1,0

0,0,1

t1

t1

t1

t1

t1

t1

t1

t1

t1

t4

t4

t4

t1

t2

t2

t2

t2

t2

t2

t2

t2

t2
t3

t3

t3

t3

t3

t3

t3

t3

t3

t4

t2

t3

0,1,0 0,0,1

t2

t3

On peut facilement déduire que le réseau est
quasi et pseudo vivant mais n’est pas vivant.

Le graphe des marquages est le même donc,
le réseau est pseudo vivant et c’est tout.

D État d’accueil et réversibilité

État d’accueil
Un RdP possède un état d’accueil Ma pour un marquage initial Mo si pour tout marquage
accessible Mi il existe une séquence « s » telle que Mi[s〉Ma. Autrement dit :

AM∈A(R,Mo), ∃s∈T* tel que M[s〉Ma

RdP réinitialisable (ou réversible)
Un RdP est réinitialisable (ou réversible) pour un marquage initial Mo si Mo est un état
d’accueil.

E Absence de blocage

Cette propriété est plus faible que celle de vivacité. Elle implique seulement que le réseau a
toujours la possibilité d’évoluer.
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Example: Mutual Exclusion Algorithm

Global variables: reqP and reqQ

Process P Process Q

1. reqP ← 1 1. reqQ ← 1
2. wait(reqQ = 0) 2. wait(reqP = 0)
3. Critical Section 3. Critical Section
4. reqP ← 0 4. reqQ ← 0

Initial state: reqP = reqQ = 0

Properties to be checked:
1 Mutual exclusion
2 Fairness
3 Order
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Example: Mutual Exclusion Algorithm

p1

p2

p3

q1

q2

q3

rp rq

tp1

tp2

tp3

tq1

tq2

tq3
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Example: Mutual Exclusion Algorithm
m0 = p1 + rp + rq + q1
m1 = p2 + rq + q1
m2 = p3 + rq + q1
m3 = p3 + q2
m4 = p3 + q2
m5 = p1 + rp + q2
m6 = p1 + rp + q3
m7 = p2 + q2

m0

m1

m2 m3

m4

m5 m6

m7

tp1

tq1

tp2

tq1
tp3

tq1

tp3

tq3

tq2

tp1

tq3

tp1

Compare with the previous reachability graph of the mutual exclusion example
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Petri Nets modeling a hairdresser

p1

p2n

p3 free

busy

p6t0

n

t1

t2

n

t3

t4

t5 t6
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Petri Nets modeling a hairdresser (Cont.)

p0 p1

p2n

p3 free

busy

p6t0

n

t1

t2

n
t3

t4

t5 t6
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Petri Nets: Properties

A marking m∗ is a home state if and only if ∀m ∈ R(N,m0), m∗ ∈ R(N,m).

N is reversible iff m0 is a home state.

N is bounded iff ∀p ∈ P : ∃k ∈ N s.t. ∀m ∈ R(N,m0), m(p) ≤ k.

N is structurally bounded iff N is bounded for all initial marking m0.

N is quasi-live iff ∀t ∈ T : ∃M ∈ R(N,m0) for which t is enabled.

N is deadlock-free (weakly live) iff ∀M ∈ R(N,m0), ∃t ∈ T enabled in M.

N is live iff ∀t ∈ T : ∀m ∈ R(N,m0)∃m′ ∈ R(N,m) for which t is enabled.

N is structurally live iff ∀m0, (N,m0) is live.
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Relation Between Properties

quasi-liveness VS Liveness ??

quasi-liveness VS weak liveness ??
liveness VS weak liveness ??
m0 home state and quasi live ⇒ live ?? (if yes, proof)
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Plan

4 Formal Specifications
Petri nets
Coverability Graph
Linear Temporal Logic (LTL)

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 67 / 113



Problem

PAGE 45

Problem

t1

p1

p2

(1,0)

t1

(1,2)

t1

(1,1)

t1

...

ps. (n,m) is a shorthand for [p1n,p2m]
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Notations:
new symbol ω 6∈ N s.t.

ω + n = ω
ω − n = ω
ω > n
ω ≤ ω

Nω = N ∪ {ω}
For q ∈ Nm

ω , q−1(ω) = {p ∈ P | q(p) = ω}

Definition (Coverability Tree)
The coverability tree of a marked Petri net 〈N,m0〉 is a tree
〈S ,X 〉 where:

nodes of S are labeled with vectors in Nm
ω (m =|| P ||)

edges of X are labeled with transitions in T .
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Coverability Tree: Algorithm

1 Label the initial marking m0 as the root and tag it "new".
2 While "new" markings exists, do the following:

1 Select a new marking m and remove the "new" tag.
2 If m is identical to a marking on the path from the root to m,

then tag m "old" and go to another new marking.
3 If no transitions are enabled at m, tag m "dead-end".
4 While there exist enabled transitions at m, do the following for

each enabled transition t at m:
1 Obtain the marking m′ that results from firing t at m.
2 If, on the path from the root to m, there exists a marking

m′′ 6= m′ such that m′ ≥ m′′, then replace m′(p) ω for each p
such that m′(p) > m′′(p).

3 Introduce m′ as a node, draw an arc with label t from m to m′,
and tag m′ "new".

3 Output the tree

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 70 / 113



Coverability Tree: Example
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the root and tag it 
"new" (indicated by 
green color).
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Example (continued)
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Step 2: While "new" markings exists, do the following:
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• If M is identical to a marking on the path from the root to 
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each enabled transition t at M:
í Obtain the marking M' that results from firing t at M.
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such that M'(p) ��0

�S� for each p and M'�0

�(i.e., M'' is 
coverable), then replace M'(p) by Ȧ for each p such that 
M'(p) > M''(p).

í Introduce M' as a node, draw an arc with label t from M to 
M', and tag M' "new"
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Example (complete)
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Step 3: Output the tree.

t1

[p1,p2Ȧ][p1]
t1

Coverability graph:
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Coverability Tree: Another Example
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Another example
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Example (continued)
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Coverability Graph

Take the coverability tree and merge nodes with identical labels
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Coverability graph

• Take the coverability tree and simply merge nodes 
with identical labels
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Coverability graph

• Take the coverability tree and simply merge nodes 
with identical labels
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Coverability Graph: Another Example

PAGE 59

Another example
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coverability 
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ps. (n,m) is a shorthand for [p1n,p2m]
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Properties

The coverability tree/graph is always finite.
The marked Petri net is bounded if and only if the corresponding
coverability tree/graph contains only ω-free markings.
The coverability tree/graph gives an over-approximation.
Different Petri nets may have the same coverability tree/graph.
Any firing sequence of the marked Petri net can be matched by
a "walk" through the coverability graph.

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 75 / 113



Limitation: Loss of Information

The reverse is not true!!!!

21

Exemple 24
Exemple d’une perte d’information dans un graphe de couverture. La séquence t1t2t2
étiquette bien un chemin du graphe de couverture partant de Mo et pourtant la séquence
n’est pas tirable depuis Mo.

0 ω
t1

t1

t2

Exemple 25
Deux graphes de couverture identiques mais le comportement des réseaux est nettement
différent.

1,0 ω,ω

t1,t2

t1

C Analyser l’accessibilité d’un marquage
Dans le cas d’un réseau borné, un marquage M est accessible si et seulement si le graphe des
marquages accessibles contient un nœud représentant M.
Dans le cas d’un réseau non-borné, il est impossible de vérifier à l’aide d’un graphe de
couverture si M est accessible. On peut « seulement » vérifier qu’il existe un marquage M’ tel
que M z M’.

D Analyser la vivacité d’un réseau

• Rappels en théorie des graphes
La composante fortement connexe d’un graphe est un sous-graphe tel qu’il existe un
chemin (orienté) entre tout point A et tout point B de ce sous-graphe.

Un arc sortant d’une composante fortement connexe est un arc qui a comme sommet
d’origine un sommet de cette composante et comme extrémité un sommet qui n’appartient
pas à cette composante.

• Réseau borné et vivacité
Une transition « t » d’un RdP borné est vivante si et seulement si, partant d’un nœud
quelconque du graphe des marquages accessibles, il existe un chemin orienté contenant un
arc marqué « t ». La transition « t » est vivante si et seulement si chaque composante
fortement connexe et sans arc sortant du graphe contient un arc marqué « t ».
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d’origine un sommet de cette composante et comme extrémité un sommet qui n’appartient
pas à cette composante.

• Réseau borné et vivacité
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arc marqué « t ». La transition « t » est vivante si et seulement si chaque composante
fortement connexe et sans arc sortant du graphe contient un arc marqué « t ».
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Exemple 20
Construisez le graphe de couverture du RdP suivant. Notez bien en construisant le graphe,
pour le nœud suivant le marquage (1,2,1) suivi du tir de « t3 », le marquage résultant (2,1,1)
devient (2,1,ω) puisqu’un marquage précédent, soit (2,1,0) z (2,1,1)
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3.2 Graphe de couverture

Le graphe de couverture, noté GC(N), est obtenu de l’arborescence de couverture en
fusionnant les sommets étiquetés par les mêmes éléments (vecteurs) et redirigeant les arcs
entre les sommets ainsi obtenus.

Propriétés

◊ Il est toujours possible de construire le graphe de couverture, celui-ci est fini.

◊ Si « s » est une séquence de franchissement telle que Mo[s〉M alors il existe un chemin
dans GC(N) partant de Mo conduisant à un sommet Q tel que : Ap∈P, M(p) ¯ Q(p)

Exemple 21
Construisez le graphe de couverture du RdP de l’exemple 18.
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Construisez le graphe de couverture du RdP de l’exemple 18.
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Exemple 20
Construisez le graphe de couverture du RdP suivant. Notez bien en construisant le graphe,
pour le nœud suivant le marquage (1,2,1) suivi du tir de « t3 », le marquage résultant (2,1,1)
devient (2,1,ω) puisqu’un marquage précédent, soit (2,1,0) z (2,1,1)
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3.2 Graphe de couverture

Le graphe de couverture, noté GC(N), est obtenu de l’arborescence de couverture en
fusionnant les sommets étiquetés par les mêmes éléments (vecteurs) et redirigeant les arcs
entre les sommets ainsi obtenus.
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Plan

4 Formal Specifications
Petri nets
Coverability Graph
Linear Temporal Logic (LTL)

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 80 / 113



Temporal Logics

Two kinds of temporal operators

sequence of expected events along one path
e.g. U, X, G, F

Insufficient: are all/some paths starting from a given state satsfy
some property?

path quantifiers
quantify paths starting from a state and satisfying a property
e.g. A, E
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Linear Temporal Logic (LTL)
Syntax

AP : a set of atomic propositions
ϕ ::= true | logical constant true

p | atomic proposition
¬ϕ | negation
ϕ ∧ ϕ | and
Xϕ | next time
ϕUϕ Until

Abreviations :

ϕ1 =⇒ ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

Fϕ: now or sometimes in the future
Fϕ ≡ true Uϕ

Gϕ: now and always in the future
Gϕ ≡ ¬F¬ϕ

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 82 / 113



Linear Temporal Logic (LTL)
Syntax

AP : a set of atomic propositions
ϕ ::= true | logical constant true

p | atomic proposition
¬ϕ | negation
ϕ ∧ ϕ | and
Xϕ | next time
ϕUϕ Until

Abreviations :

ϕ1 =⇒ ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

Fϕ: now or sometimes in the future
Fϕ ≡ true Uϕ

Gϕ: now and always in the future
Gϕ ≡ ¬F¬ϕ

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 82 / 113



Linear Temporal Logic (LTL)
Syntax

AP : a set of atomic propositions
ϕ ::= true | logical constant true

p | atomic proposition
¬ϕ | negation
ϕ ∧ ϕ | and
Xϕ | next time
ϕUϕ Until

Abreviations :
ϕ1 =⇒ ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

Fϕ: now or sometimes in the future
Fϕ ≡ true Uϕ

Gϕ: now and always in the future
Gϕ ≡ ¬F¬ϕ

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 82 / 113



Linear Temporal Logic (LTL)
Syntax

AP : a set of atomic propositions
ϕ ::= true | logical constant true

p | atomic proposition
¬ϕ | negation
ϕ ∧ ϕ | and
Xϕ | next time
ϕUϕ Until

Abreviations :
ϕ1 =⇒ ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

Fϕ: now or sometimes in the future
Fϕ ≡ true Uϕ

Gϕ: now and always in the future
Gϕ ≡ ¬F¬ϕ

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 82 / 113



Linear Temporal Logic (LTL)
Syntax

AP : a set of atomic propositions
ϕ ::= true | logical constant true

p | atomic proposition
¬ϕ | negation
ϕ ∧ ϕ | and
Xϕ | next time
ϕUϕ Until

Abreviations :
ϕ1 =⇒ ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

Fϕ: now or sometimes in the future
Fϕ ≡ true Uϕ

Gϕ: now and always in the future
Gϕ ≡ ¬F¬ϕ

EFREI 16-17 Formal Specification and Verification of Concurrent Systems 82 / 113



LTL: Semantics

Express sequence of events along a path

Operator X "next"

Introduction

Kripke

Bases de logique

LTL

CTL∗

CTL

Comparaison

En bref

Connecteurs temporels

Exprimer le séquencement d’évènements le long d’un chemin

Opérateur X “next”

Xp p

S.Bardin Model checking 7/ 44
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Temporal connectors

Express sequence of events along a path

Operator U "p true until q true"

Introduction

Kripke

Bases de logique

LTL

CTL∗

CTL

Comparaison

En bref

Connecteurs temporels

Exprimer le séquencement d’évènements le long d’un chemin

Opérateur U “p true until q true”

pUq,p pppp p q

S.Bardin Model checking 7/ 44
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Temporal connectors

Express sequence of events along a path

Operator G "always in the future"

Introduction

Kripke

Bases de logique

LTL

CTL∗

CTL

Comparaison

En bref

Connecteurs temporels

Exprimer le séquencement d’évènements le long d’un chemin

Opérateur G “always in the future”

Gp,p ppppp p p

S.Bardin Model checking 7/ 44
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Temporal connectors

Express sequence of events along a path

Operator F "eventually in the future"

Introduction

Kripke

Bases de logique

LTL

CTL∗

CTL

Comparaison

En bref

Connecteurs temporels

Exprimer le séquencement d’évènements le long d’un chemin

Xp p

Fp p

Gp,p ppppp p p

pUq,p pppp p q

S.Bardin Model checking 7/ 44
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LTL: Semantics

LTL is interpreted on infinite paths of a Kripke structure K .
π = s0−→s1−→ . . .

π |= p iff p ∈ L(s0)

π |= ϕ1 ∧ ϕ2 iff π |= ϕ1 and π |= ϕ2

π |= ¬ϕ iff not π |= ϕ

π |= Xϕ iff π1 |= ϕ (πi = suffix of π starting at si)
π |= ϕ1Uϕ2 iff ∃i ≥ 0 s.t. πi |= ϕ2 and ∀0 ≤ j < i ∧ πj |= ϕ1

K |= ϕ ⇔ ∀ path π of K , π |= ϕ
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LTL: Exercice

Ecrire les formules LTL formalisant les propriétés suivantes :
1 One day, p will occur

(Fp)

2 p is always true

(Gp)

3 p occurs infinitely often

(GFp)

4 p and q are never true simultaneously

(¬F (p ∧ q) ou encore G¬(p ∧ q))

5 After an occurrence of p there will be at least one occurrence of q

(G(p =⇒ F q))

6 If p1 occurs infinitely often and p2 occurs inifnitely often, then each occurrence of q1 is
followed by an occurrence of q2.

((GFp1 ∧ GFP2) =⇒ G(q1 =⇒ Fq2))

7 Before each occurrence of p, there is at least one occurrence of q.

(G(¬p) ∨ (¬p)Uq)

8 Between each couple of occurrence of p there is at least one occurrence of q.

(G(p =⇒ X (G¬p ∨ Fp ∧ ((¬p)Uq))))

9 No other coffee orders are accepted between the payment of the amount due and the
removal of the cup.

(G(pay =⇒ (¬orderUremove)))

10 If the machine accepts a card, it does not accept the other before having ejected the first
card.

(G(accept =⇒ X (¬accept U eject)))
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Does the property holds? counterexample?

G (start =⇒ F stop)

X

8 

Does the property hold? 

[] (start ⇒ <> stop) 
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Does the property holds? counterexample?

G F turn_off

X(pull push)ω

8 

Does the property hold? 

[] (start ⇒ <> stop) 
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Does the property holds? counterexample?

G F (turn_off ∨ push)

X

8 

Does the property hold? 

[] (start ⇒ <> stop) 
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Does the property holds? counterexample?

G F (turn_off ∨ push) X

8 

Does the property hold? 

[] (start ⇒ <> stop) 
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Does the property holds? counterexample?

G False ∨ F (turn_off ∨ push)

X

8 

Does the property hold? 

[] (start ⇒ <> stop) 
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Does the property holds? counterexample?

G False ∨ F (turn_off ∨ push) X

8 

Does the property hold? 

[] (start ⇒ <> stop) 
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Does the property holds? counterexample?

G (start =⇒ (cook U F turn_off ))

X

8 

Does the property hold? 

[] (start ⇒ <> stop) 
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Does the property holds? counterexample?

G (start =⇒ (cook U F turn_off )) X

8 

Does the property hold? 

[] (start ⇒ <> stop) 
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Büchi Automata

Definition
A Büchi automaton is 6-tuple A = 〈Σ,Q,Q0,F , δ〉 where:

Σ is a finite alphabet
Q is a finite set of state
Q0 is a set of initial states
F is a set of accepting states
δ ⊆ Q × 2Σ × Q.

An infinite run is accepted by A iff it goes through states of F
infinitely often

For any LTL formula ϕ there exists a Büchi automaton Qϕ s.t.
L(Aϕ) = L(ϕ)

Generalized Büchi Automata (State/Transition-Based)
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From LTL to Büchi automata

ϕ = Gp Aϕ: q0

p
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From LTL to Büchi automata

ϕ = Fp Aϕ: q0 q1

p̄

p

>
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From LTL to Büchi automata

ϕ = Xp Aϕ: q0 q1 q2
> p

>
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From LTL to Büchi automata

ϕ = a U b

Aϕ: q0 q1

ab̄

b

>
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From LTL to Büchi automata

ϕ = a U b Aϕ: q0 q1

ab̄

b

>
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From LTL to Büchi automata

ϕ = G (p =⇒ F q)

Aϕ: q0 q1

p̄ ∨ q
p ∧ ¬q

q̄

q
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From LTL to Büchi automata

ϕ = G (p =⇒ F q)

Aϕ: q0 q1

p̄ ∨ q
p ∧ ¬q

q̄

q
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From LTL to Büchi automata

ϕ = ¬G (p =⇒ F q)

Aϕ: q0 q1

>

pq̄

q̄
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From LTL to Büchi automata

ϕ = ¬G (p =⇒ F q) Aϕ: q0 q1

>

pq̄

q̄
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Automata-Theoretic Explicit LTL Model Checking

Need a model-checking tool
for your custom formalism?

Option 1 Translate your model to feed some
existing model checker.

Option 2 Write a model checker from scratch.
Option 3 Adapt a model checker to your formalism.
Option 4 Use a model-checking framework designed

for extensibility.

High-level
model M State-space

generation
State-space
automaton

AM

On-the-fly generation
of state-space automaton

AM

LTL
property ϕ

LTL
translation

Negated
property au-
tomaton A¬ϕ

Synchronized
product

L (A¬ϕ ⊗ AM) =
L (A¬ϕ)∩L (AM)

Product
Automaton
A¬ϕ ⊗ AM

State-space
automaton

AM
Product

Automaton
A¬ϕ ⊗ AM

On-the-fly
synchronized product
L (A¬ϕ ⊗ AM) =
L (A¬ϕ) ∩ L (AM)

Dynamic and on-the-fly generation
of an automaton D such that

L (D) = ∅ ⇐⇒ L (A¬ϕ⊗AM) = ∅.

Emptiness check
L (A¬ϕ⊗AM)

?
= ∅

M |= ϕ or
counterexample
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LTS × Büchi Automaton

AM :

s0

s1s2

s3 s4 s5

s6s7
a

a

a
a

a b

c

a

b
A¬ϕ: q0 q1

ab̄

b

>

A¬ϕ ⊗ AM :

q0, s0

q0, s1q0, s2

q0, s3 q0, s4 q1, s5

q1, s6 q1, s7

q1, s4

a
a

a

a a b

c
a

b

b
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LTS × Büchi Automaton
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Kripke Srutcure × Büchi Automaton

AM :

s0

s1s2

s3 s4 s5

s6s7

ab̄c

ab̄c̄ab̄c

ab̄c̄ abc̄ ab̄c

ābc̄ābc

A¬ϕ: q0 q1

ab̄

b

>

A¬ϕ ⊗ AM :

q0, s0

q0, s1q0, s2

q0, s3 q0, s4 q1, s5

q1, s6 q1, s7

q1, s4

ab̄c
ab̄c̄

ab̄c

ab̄c̄ ab̄c abc̄

ab̄c
ābc̄

ābc

abc̄
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Kripke Srutcure × Büchi Automaton

AM :

s0

s1s2

s3 s4 s5

s6s7

ab̄c

ab̄c̄ab̄c

ab̄c̄ abc̄ ab̄c

ābc̄ābc

A¬ϕ: q0 q1

ab̄

b

>

A¬ϕ ⊗ AM :

q0, s0

q0, s1q0, s2

q0, s3 q0, s4 q1, s5

q1, s6 q1, s7

q1, s4

ab̄c
ab̄c̄

ab̄c

ab̄c̄ ab̄c abc̄

ab̄c
ābc̄

ābc

abc̄
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LTS × Büchi Automaton: Exercice
Let us demonstrate by model checking that G F turn_off is not
satisfied

8 

Does the property hold? 

[] (start ⇒ <> stop) 
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LTS × Büchi Automaton: Exercic

Build a Büchi automaton with the same language as
¬(G F turn_off ).
Let us start from the unnegated formula: G F turn_off
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LTS × Büchi Automaton: Exercic

G F turn_off

31 

LTL2FSA 

[] <> turn_off 
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LTS × Büchi Automaton: Exercic

¬(G F turn_off )

32 

LTL2FSA 

¬( [] <> turn_off ) 
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LTS × Büchi Automaton

33 

FSA Intersection 

x 
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LTS × Büchi Automaton

34 

FSA Intersection 
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Kripke Structure × Büchi Automaton: Exercice
Express (with LTL) and Check the three properties of the mutual
exclusion Petri net model
m0 = p1 + rp + rq + q1
m1 = p2 + rq + q1
m2 = p3 + rq + q1
m3 = p3 + q2
m4 = p3 + q2
m5 = p1 + rp + q2
m6 = p1 + rp + q3
m7 = p2 + q2

m0

m1

m2 m3

m4

m5 m6

m7

tp1

tq1

tp2

tq1
tp3

tq1

tp3

tq3

tq2

tp1

tq3

tp1
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